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Fin du deuxième exemple.

Soit a 2 R un paramètre et W l’ensemble
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On cherche les valeurs de a pour lesquelles W est un sous-espace

vectoriel de R4
.

W =

1) VermitaddaRPrSans
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Suite. 0
le suptère est)incompatible ,

le

rector() n'est
pas combinaison linéaire des deux autres

,
Wnlest

pas un sous-espace de RY
Sia = 1

,
le supteme est compatible (4= 1

, u = -1)
-

-

sojaperetriel
de



Rappels

Définition

Soient
�!
v1 , . . . ,

�!
vk des vecteurs de Rn

. Une combinaison linéaire de

ces vecteurs est un vecteur de la forme

�1
�!
v1 + · · ·+ �k

�!
vk

pour des nombres réels �1, . . . ,�k .

L’ensemble de toutes ces combinaisons linéaires est appelé

sous-espace engendré par
�!
v1 , . . . ,

�!
vk et on le note

Vect{�!v1 , . . . ,�!vk}.

Le sous-espace engendré par un vecteur non nul est une droite

passant par l’origine, deux vecteurs non colinéaires engendrent un

plan, etc.



1.7.1 Indépendance linéaire

Définition
On dit que les vecteurs v1, . . . , vk d’un espace vectoriel V sont

libres ou linéairement indépendants si la seule solution du système

vectoriel

x1 · v1 + · · ·+ xk · vk = 0

est la solution triviale x1 = x2 = · · · = xk = 0.

Si la famille {v1, . . . , vk} n’est pas libre, on dit que les vecteurs

sont liés ou linéairement dépendants.

Exemple. Les vecteurs
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Preuve et autres exemples.

x(6) + c)) + x . (0) = (8) , sptime

équivalent (100) a me sale solution

x = xz = xy = 0

② (2) , (3) , (1) est une famille lice

· (2) + 1.(2) - 4(b) = (8) .

③ [1
,
7

,
72

,
733 est une famille libre de P3.

or a .
1 + b . 7 + c . t + d. +3

sas a = 0

,
b = 0

,
c = 0

,
d = 0

F& le polpine
nul

④ [sin ,
Los] est libre dans 2CR

, R)
cr a . sin(x) + b . cos(x) = 0() = 0 XxfR



1.7.2 Terminologie

Si les vecteurs v1, . . . , vk sont liés, il existe par définition des

nombres réels ↵1, . . . ,↵k tels que

↵1v1 + · · ·+ ↵kvk = 0

et au moins l’un de ces ↵i est non nul !

↵ivi = �↵1v1 � · · ·� ↵i�1vi�1 � ↵i+1vi+1 � · · ·� ↵kvk

vi = �↵1

↵i
v1 � · · ·� ↵i�1

↵i
vi�1 �

↵i+1

↵i
vi+1 � · · ·� ↵k

↵i
vk

On dit que vi dépend linéairement des autres vecteurs. Attention !

Ce n’est pas forcément vrai pour chaque vi .

= 0 =-b = 0 et 1=T =0 a = 0
. I

&



Exemple. (1 - t , 1 - 72
,
t - E

,
t + 72) be

En effet 1. - t) - 1 . (1 -73) + 1 - (7 - 72) + 0 .(+t)
est le polynone, nul

Donc t-t2 depend linéairement des 3 autres polynons
Or

,
t +2 n'est pas combinaison linéaire des autres

.

En effet sit +t = a . (1 - t) + b . (1 - (2)+ c(t-tz)
--- =

= ab + (a)t + ( b-c)

Ai[ (O 11I
0 - 1 -11

IS = 4



1.7.3 Cas particuliers

Le cas k = 1
Un vecteur v est linéairement indépendant si et seulement si il est

non nul.

En e↵et si v = 0, alors le système x · v = 0 admet une infinité de

solutions. Par contre, si v 6= 0, alors la seule solution est x = 0.

Proposition
Toute famille de vecteurs contenant le vecteur nul est liée.

Preuve. On a toujours 1 · 0 + 0 · v2 + · · ·+ 0 · vk = 0. ⇤

Le cas k = 2

Deux vecteurs
�!
v et

�!
w de Rn

sont linéairement indépendants si et

seulement si ils ne sont pas colinéaires.

On suppose que c'est le premier rector de lafamille



Démonstration

Supposons que les vecteurs sont colinéaires, disons
�!
w = ↵�!v . Alors

↵�!v ��!
w =

�!
0

est une combinaison linéaire qui donne le vecteur nul.

Supposons maintenant que les vecteurs
�!
v et

�!
w sont linéairement

dépendants. Il existe alors une combinaison linéaire

↵�!v + ��!w =
�!
0

et au moins l’un des coe�cients ↵ ou � est non nul.

1 ↵ 6= 0, alors
�!
v = ��

↵
�!
w ;

2 � 6= 0, alors
�!
w = �↵

�
�!
v .

I



1.7.4 Unicité des solutions

Proposition

Soit A une matrice m ⇥ n. Alors le système homogène A
�!
x =

�!
0

admet comme unique solution
�!
x =

�!
0 si et seulement si les

colonnes de A sont linéairement indépendantes.

En e↵et si
�!
a1 , . . . ,

�!
an sont les colonnes de A, le système homogène

ci-dessus est équivalent au système vectoriel suivant :

x1
�!
a1 + · · ·+ xn

�!
an =

�!
0

Corollaire

Si k > n, alors toute famille {�!v 1, . . . ,
�!
v k} de Rn

est liée.



Exemples. En effet la matrice des wefficients dusptère
Comogène a plus de colonnes que de ligues .

Il
y

a

donc une colore sans pivot ,
donc we incomme libre1.

① (Et + 17 , -Et-72)CP2 est liée
,

les

polyones sont coliéaires.

& ↳Et + 172 ,
-27 + 372)CP est libe

.

#EAT ce raisonnement sur la volviémitéest faux
dès que la nombre de vecteurs 73 .

③ < (2) · (1) , (5) ] est eice 13 rectuus deR2)

et pourtant aucure paire de vecteurs choisis dans

cette famille re fore un para colinéaire.

⑦ Par contre si la famille &Va, wa ,
--

,
wa]

contient deux rectors colinéaires
,
alors elle est liée



1.7.5 Agrandir une famille libre

Remarque
Nous avons rencontré dans des exemples des familles génératrices

d’un sous-espace W “trop grandes”, on pouvait supprimer certains

vecteurs sans perdre la propriété d’engendrer W . En contrepartie

nous voyons maintenant qu’on peut ajouter des vecteurs à

certaines familles libres sans perdre la liberté.

Proposition
Soit v1, . . . , vk une famille libre et v un vecteur d’un espace

vectoriel V . Alors les vecteurs v1, . . . , vk , v sont liés si et seulement

si v appartient à Vect{v1, . . . , vk}.
B

A

AE)B



Preuve./
reVecthü, 3

(E) : Supposan que + recturesme reche, wil
il existe dr ER tag v = GiV + 12. ret - - +e

AlorsC+Cjz +.. +Cava-1. = 0

2

Ceci montre que Gra
, ..,

ve
,
vi est liée

(() : Si huz
,

--- , vo
,
53 est liée

.
Par definition ,

il existe Ca ...., Ce
,

C ER nontons mes ta
21 - 52 +... + XaVk + CV = 0

supposan par l'absurde que < = 0 .
Alors d .

w =

21 . 01 + ... + (2- ve = 0

Comme hva
, ..,

ven3 est libre
,
tous les Cizo .

C'est

impossible ici us les seff sont zéos, donc <70.

Aus v = -Er-re-- - -sa



Exemple.
exprime comme combi li de V1- -

,
ve .
I

(() , (i))etlibe , elegadeen
actionet ,(, (2)

est libre .


